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Uvod do obalek volatility ceny dluhopisi
Bohumil Stadnik”

Abstrakt:

Bézny pohled investort, vychazejici ze zakladnich znalosti o citlivosti ceny dluhopisu na
zmény urokovych sazeb, predpoklada, ze dluhopisy s delsi dobou do splatnosti vykazuji
obecné vyssi cenovou volatilitu nez dluhopisy kratkodobé a ze se proto volatilita v prubéhu
zivota dluhopisu — s postupné klesajici dobou do splatnosti — zpravidla snizuje. Tento
vyzkum, ktery rozSifuje, zpfesnuje a nazorné&ji ilustruje pfedchozi autorovy studie, vSak
ukazuje, Ze tento pohled pfedstavuje pouze jednu z nékolika moznych variant.
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1. Uvod do problematiky

Bézny pohled investorti je spojen s piedstavou obecné vyssSi volatility ceny u
dluhopist s delsi dobou do splatnosti nez u dluhopisti kratkodobych, takze by se
volatilita méla i béhem Zivota dluhopisu, tedy s klesajici dobou do splatnosti, obecné

snizovat. Tento bézny postoj investorti zaznamenali napiiklad jiz Fuller & Settle
(1984).

Volatilitou rozumime miru fluktuaci ceny, pficemz tato mira fluktuaci je ¢asteéné
deterministickd a ¢astecné nahodna. Nahodnd slozka je zplsobena
nepiedvidatelnymi vlivy, jako je fluktuace vynosu do splatnosti, ktery samozfejme
souvisi naptiklad 1 s vyvojem kreditniho rizika emitenta a celé fady dal$ich makro i
mikroekonomickych faktori. Deterministicka slozka by méla s postupem c¢asu
vytvaret ,,zuzujici se“ obalku volatility ceny, a tim sniZzovat celkovou miru fluktuaci.

Nasledny vyzkum souvisi s deterministickou slozkou volatility, pficemz nahodné
vychylky vynosu do splatnosti eliminujeme tim, Ze vynos do splatnosti
predpokladame jako konstantni. Pfi hlubS§im studiu problematiky dochdzime k
zaveéru, Ze tvar obalky mize byt i odlisny od ,,zuzujiciho se* a ze dokonce v piipadé

* doc. Ing. Bohumil Stadnik, Ph.D. Vysoka $kola ekonomické v Praze, Fakulta financi a téetnictvi,
nam. W. Churchilla 4, 130 67, Praha 3 (e-mail: bohumil.stadnik@vse.cz).
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extrémné vysokych hodnot trokové miry a del§i doby do splatnosti dochézi k
rezimu, kdy se volatilita s postupem ¢asu zvysuje.

Bézné akceptovany vyvoj volatility se tak stdva pouze jednim z moznych rezimi
vyvoje a pro odliSeni od ostatnich jej nazveme ,typickym® reZimem vyvoje
volatility. Tento ¢lanek vychazi zejména z publikace Stadnik (2014) a navazujicich
publikaci autora. Zékladni dluhopisové pojmy lze dohledat napiiklad ve Fabozzi
(2010) a Stadnik (2015).

2. Kr¥ivka konstantniho vynosu do splatnosti

Nyni prodiskutujeme jiz obecné znamé vztahy, které jsou vsak podstatné pro dalsi
porozuméni. Rovnice (1), kde Puw znaéi aktualni celkovou cenu (véetnd AUV)
v procentech ze jmenovité hodnoty, i zna¢i vynos do splatnosti (dale v obrazcich
znaceny téZ jako YTM), vyjadieny v procentech za kuponovou periodu, ¢ je
kuponova sazba v procentech za kupdénovou periodu, # je pocet kuponovych plateb,
T je pocet dni v kuponové periode a d je pocet dni do nejblizsi kuponové vyplaty.
Daéle plati, ze vyplata kupénu je v ex-coupon day, tedy settlement day kuponu
ptfipada na ex-coupon day.

1 [C c c c+100]
@eH LT Tz T ()t

e

Protar =

Vztah (1) je tedy funkci P v zévislosti na i, je zaloZena na jednoduchém uroceni

uvnitt necelé prvni kupénové periody a na smiSeném troceni pro zbytek obdobi. Po

zavedeni nasledujicich predpokladu:

1) d=T

2) i=konstanta, pro vylou¢eni nahodné sloZky ve vyvoji ceny

3) zavedeni proménného Casu ¢, ktery nabyva nespojitych hodnot 0, 1, 2 ... n

4) alikvotni irokovy vynos se rovna nule, jelikoz vypotradani kuponové vyplaty je
v den ex-kupdénu

a po naslednych trividlnich tpravach obdrzime vztah (2), kde Peean je tzv. Cista cena

v zévislosti na Case.

1-(1+i)~ (=) 100
i + 1+t @

Pclean -

Jedna se vlastng o Py pro okamziky, kdy AUV je rovné nule. Prvni a druhé derivace
rovnice (2) podle ¢asu (rovnice 3 a 4) popisuji tvar kiivky, kterd je vzestupna a
konvexni v pfipadé nakupu dluhopisu pod jmenovitou hodnotou a sestupna a
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konkavni pii nakupu nad jmenovitou hodnotou. V piipad¢ nakupu za jmenovitou
hodnotu, je pribéh konstantni o velikosti jmenovité hodnoty. Rozhodujicim
faktorem je vzajemna velikost c a i.

Pliean = (100 =) (1 + DEMin(1 + i) 3)

ttean = (100 =) (1 + DEMin?(1 + i) )

3. Obalka volatility

Jestlize se vynos do splatnosti neméni, bude vyvoj ceny hladkou ktivkou jako na
obr. 1, kterd za¢ina cenou a na obrazcich je oznacena jako ,kiivka konstantniho
vynosu do splatnosti‘.

Obr. 1 Priklady tfi zakladnich tvarua kiivek konstantniho vynosu do splatnosti
dluhopisu s pevnou kupénovou sazbou
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Muzeme zde pozorovat tzv. ,,Pull to Par” efekt — tendence postupného smétrovani
ceny ke 100 % z Face Value. Hladka kiivka vyvoje je vSak prakticky nerealna,
jelikoz ve skuteCnosti se vynos do splatnosti v ¢ase nahodné¢ meéni. Jestlize si
polozime otazku, jak se bude vyvijet volatilita ceny, jestlize se vynos do splatnosti
bude pohybovat mezi dvéma ur¢itymi vynosy a mira jeho fluktuaci bude konstantni,
ziskame odpovéd’ v podobé dvou kiivek konstantniho vynosu do splatnosti, které
vytvori obalku volatility. Pro ndzornost a jednoduchost zvolme vyvoj vynosu do
splatnosti sinusového charakteru, ktery ma konstantni fluktuace mezi dvéma
hodnotami, jak je to na obr. 2 a)
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Obr. 2 Obalka volatility, jestliZe se vynos do splatnosti bude pohybovat
sinusové mezi 0,5 a 2,5 %, podobrazek a), pro dluhopisy s fixni kupénovou
sazbou 4 %, 1,5 % a 0,5 %, podobrazky b), ¢), d)
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130 fixni kupon = 1.5 %, splatnost = 30 let
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4. Myslenka riznych rezimi volatility

Pti ,,hrani* si s parametry dluhopisu dojdeme k riznym tvarim obalek volatility a
stava se aktualni myslenka pro zavedeni vice typi/rezimi volatility. Zda se, Ze pfi
zvySovani i a doby do splatnosti ,typicky* vyvoj volatility, dle obr. 2, kdy se
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a dokonce i na ,,inverzni®, kdy se volatilita stile zvySuje az do okamziku splatnosti.
Proces je zachycen na obrazku 4b), detailné pak 4c), d).

Obr. 4 Obalka volatility inverzniho reZimu volatility, modelovy pripad vyvoje
vynosu do splatnosti 4 a), odpovidajici obalka 4 b), detailné 4 c) ,d)

a)

vyvoj YTM
110 T y j\ T
—YTM
obalka-horni ¢ast
= = obalka-dolni ¢ast
100 !
90 1
N
= 80 b
'_
>
70 f 1
60 = =l =l i Il ] Ll L T I L LT L T T Il T 1
50 | 1 | | 1
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
¢as(dny)
b)
100 fixni kupén = 2 %, splatnost = 30 let
T T T T
90 ‘ Cistd cena dluhopisu 8

Cista cena dluhopisu (%)

0 f h f |
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

Cas(dny)

10



B. STADNIK: Uvod do obalek volatility ceny dluhopisi

c)
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5. Definice prechodovych bodii mezi rezimy

Aby nabyly vySe uvedené uvahy praktické podoby, budeme se nyni snazit nalézt
numerické hodnoty vynosu, kdy ,,typicky* vyvoj volatility pfechazi na ,,netypicky*,
anebo dokonce na ,,inverzni“. Intuitivné citime, Ze se tak stane pii zvySovanim
vynosu do splatnosti. V souladu s obr. 3 a vySe popsanymi Gvahami o¢ekavame
ur¢itou minimalni Grovenl vynosu do splatnosti, kdy se u konkrétniho dluhopisu
zméni rezim ,,typického vyvoje volatility na ,,netypicky“. Tuto hodnotu vynosu
nazveme pirechodovy bod 1. Pfi dal$im zvySovani vynosu ocCekavame urcitou
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hodnotu urokové miry, kdy se rezim zméni z ,netypického” na ,,inverzni
(ptechodovy bod 2).

Definujme tudiz ptechodovy bod 1 jako minimalni hodnotu vynosu do splatnosti
pro piechod mezi ,.typickym* a ,,netypickym* rezimem volatility. Jinymi slovy,
zvys$i-li se vynos do splatnosti nad piechodovy bod 1, citlivost zmény ceny na
zménu vynosu do splatnosti se jiz nemusi v prib&hu ¢asu pouze snizovat, jak je
tomu v ,,typickém* rezimu.

Pokud vynos do splatnosti dale vzroste nad pfechodovy bod 2, citlivost se pak s
postupem casu az do splatnosti vzdy zvySuje. Soucasné oCekavame, Ze prechodovy
bod 1 nabyva nizsi hodnoty nez ptechodovy bod 2. Pfechodové body definujeme
jako nejnizsi hodnoty z diivodu vymezeni pasma sazeb pro platnost jednotlivych
rezimi

Pro zivot jednoho konkrétniho dluhopisu a vyvoje jeho volatility pouzijeme
soustavu nerovnic (5), kde n je pocet kuponovych period do splatnosti a dale plati,
ze n=m+1. Soustavu nerovnic (5) lze interpretovat jako zachyceni citlivosti
dluhopisu od n kupénovych period do splatnosti (prvni nerovnice soustavy), az do
jedné kupdénové periody do splatnosti (n-/. nerovnice soustavy). Prvni nerovnici
v soustave lze chépat tak, ze prvni derivace ceny podle i pfi splatnosti # je vétsi nebo
rovna prvni derivaci pti kratsi splatnosti rovné n-1, tedy m. Je nutné si uvédomit, ze
prvni derivace maji vzhledem ke klesajicimu charakteru kiivky vzdy zdporné
znaménko a ze jestlize je prvni derivace v urcitém bod€ mensi, kiivka klesa strméji.
Neni-li soustava nerovnic splnéna pro kterékoliv 7, jedna se o typicky piipad, kdy
volatilita béhem Zivota neustale klesa.

1 _1lc  2¢c _m-(c+100) _lc¢  2c¢ _n~(c+100)
’ @+d2  @+)3 7T @)™ T a+)2 (+)3 T (+pnHt
b _1lc¢  2¢ (m—-1)(c+100) < _ ic  2¢ (n-1)(c+100)
’ A+)2  @+)3 777 (@+)mDH T (14)2 (143 77T 1+
3 _1le¢  2c¢ (m-2)(c+100) < _ lc  2¢ (n—-2)(c+100)
) a+i)2  @+)3 T @+pm=D+ = (14)2 (1+)3 7T (1+ip)(-2+1
n-1 _ (c+100) _le 2:(c+100)
a+)? —  @+? (1+)3

)
Prvni derivaci pouzivame, jelikoz je vhodnym nastrojem pro kvantifikaci strmosti
ktivky a ma nejblize k pojmu citlivosti ceny na zménu vynosu do splatnosti. TézZ je

vvvvv
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Prechodovy bod 1 Ize tedy v souladu slogikou vyse uvedeného chapat jako
nejmensi i, které fesi alespon jednu nerovnici uvedené soustavy. Prechodovy bod 2,
pak odpovida nejmensimu i, které vyhovuje celé soustavé, tedy kiivka zavislosti
ceny na i je v ¢ase vice a vice strma. Dale je nutné si uvédomit, Ze ptechodové body
zavisitéZnan a c.

Pro srozumitelnéjsi interpretaci miizeme soustavu nerovnic vynasobit -1. Z prvni
nerovnice dostaneme nerovnici (6). Pak 1ze jednoduse interpretovat soustavu (5) téz
tak , Ze nerovnice je pro dané i splnénd, jestlize strmost kiivky ceny dluhopisu
v zavislosti na vynosu do splatnosti se zvySuje s mensi dobou do splatnosti.

1-c 2-c m-(c+100) 1-c 2-c n-(c+100) 6
142 @43 7T @)™ T (@42 (1403 T (14t ©)

Z praktického hlediska lze ocekavat, ze dluhopis mlze béhem svého zivota
prochazet postupné vice ze zminénych rezimt. Takova situace miize nastat, jestlize
je naptiklad hladina urokové miry vice volatilni, popiipadé se dluhopis nachazi
v blizkosti ptfechodového bodu 1 nebo 2.

6. Numerické hodnoty piechodovych bodu

Na zékladé soustavy nerovnosti (5) miizeme numericky urcit hodnoty ptechodovych
bodi. V tab. 1 jsou feSeni pro splatnosti od 1 do 100 let. Vynos i se méni od 0 do
100 % p.a. a kuponové sazby nabyvaji hodnot 1, 3, 5,7 a 9 % p.a. Je zfejmé, Ze pro
delsi splatnost ma ptechodovy bod 1 niz§i hodnotu nez v piipad¢ kratsi splatnosti,
cozjeivsouladu s obecnymi uivahami v praci Fuller a Settle, 1984. Dale zjistujeme,
ze hodnota ptrechodového bodu 2 je vzdy vétsi nez 50 % a jeho hodnota je dana
pfechodovym bodem 1 pro nejmensi splatnost pro kazdou kupoénovou sazbu.

Tab. 1 Piechodové body béhem Zivota jednoho dluhopisu

splatnost
[roky]

prechodovy bod 1 [%)] prechodovy bod 2 [%]

=1 |c=3|c=5|c=7T|[c=9|c=1|c=3|c=5]|c=7|c=9

54,5157,5|60,5]|63,5]51,6|54,5|57,5]60,5 | 63,5
34,7 (37,4 40,1 | 42,7 | 45,4|51,6 | 54,5|57,5]60,5]| 63,5

Al W] | -
W
[
=)}
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5126,5|28,8|31,3|33,8(363]|51,6]54,5|57,5|60,5] 63,5
6]21,3]23,626,1|28,4(308]|51,6|54,5|57,5|60,5]|63,5
7118,1120,2(22,5(24,9 (272|516 |54,5|57,5|60,5]|63,5
8
9

15,5117,8120,0 [ 22,3 | 24,6 | 51,6 | 54,5 | 57,5 | 60,5 | 63,5
13,7159 18,2 20,4 | 22,7|51,6 | 54,5|57,5|60,5| 63,5
10 12,3 | 14,5(16,7|19,3|21,2|51,6 | 54,5|57,5| 60,5 | 63,5
11| 11,1 [ 13,3]155]|17,7(19,9|51,6|54,5|57,5|60,5]| 63,5
12 | 10,1 | 12,4 | 14,6 | 16,8 | 19,0 | 51,6 | 54,5 | 57,5 | 60,5 | 63,5
13|91 11,6 |13,9]|16,0|182]51,6|54,5|57,5]|60,5]|63,5
14| 88 11,0 | 13,1 |153|17,4]|51,6|54,5|57,5]|60,5]| 63,5
15| 83 10,4 |12,6|14,7|16,8]|51,6|54,5|57,5|60,5]|63,5
20| 6,4 | 8,5 |10,6|12,7|14,8 51,6 |54,5(57,5]|60,5 63,5
25| 53| 73|94 |11,5|13,6]51,6|54,5(57,5]|60,5 63,5
30| 45| 6,6 | 87 |10,7|12,8|51,6|54,5(57,5]|60,5|63,5
35| 40| 6,1 | 81 |10,2|12,3|51,6|54,5|57,5]60,5|63,5
40| 3,6 | 5,7 | 7,7 | 9.8 | 11,8 | 51,6 | 54,5 | 57,5 | 60,5 | 63,5
45| 33 | 54 | 74 | 9,5 | 11,5]51,6 | 54,5 (57,5 60,5 | 63,5
50| 3,1 |52|72]92|11,3]51,6|54,5(57,5]60,5|63,5
55129 (50| 7090 |11,1|51,6|54,5(57,5]60,5|63,5
60| 2,8 | 48 | 6,8 | 89 |10,9]51,6|54,5(57,5]|60,5|63,5
65| 2,6 | 47 | 6,7 | 87 |10,8|51,6 |54,5(57,5]|60,5 63,5
70| 2,5 | 45| 6,6 | 8,6 |10,6|51,6|54,5(57,5]60,5|63,5
75| 24 | 44 | 6,5 | 85 |10,5]51,6|54,5(57,5]|60,5 63,5
80| 23 | 44| 64 | 84 |10,4|51,6|54,5(57,5]|60,5|63,5
85|23 |43 |63 | 83 |10,3|51,6|54,5(57,5]60,5|63,5
90| 22 | 42| 62 | 83 |10,3|51,6|54,5(57,5]|60,5|63,5
95| 2,1 | 41 | 6,2 | 82 |10,2|51,6|54,5(57,5]|60,5|63,5
100 2,1 | 41 | 6,1 | 81 [10,2]|51,6|54,5|57,5|60,5]|63,5

Pro splatnost 2 roky a mensi nebyl prechodovy bod 1 a tudiz ani piechodovy bod 2
v rozmezi 0-100 % nalezen. Nalezena hodnota je vétsi nez 100 %, kterd vSak dle
naseho nazoru ztraci zcela prakticky smysl. Z tohoto divodu predefinovavame
inverzni rezim na rezim, kdy se volatilita ceny zvySuje az do pocatku splatnosti
rovné dvéma rokim.

7. Uloha o stejné investované &astce
Vzhledem k rovnici (1) byly vSechny dosavadni uvahy v procentech z Face Value.
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Jind je situace pfi stejné investované Castce, kterd je v praxi feSena Castéji nez uloha
o stejné Face Value. Naptiklad pro dva bezkupdnové dluhopisy pfi stejné F'a YTM
plati:

_ F
17 (a+yrmn

F
2 = @evrmym ©)
kde P, P>, je soucasna cena ,,prvniho* a ,,druhého* dluhopisu a n, m odpovida jejich
splatnostem v letech, F je pak Face Value.

Abychom u prvniho dluhopisu investovali stejnou ¢astku P = P,, pak musime

levou i pravou stranu rovnice (6) vynasobit % a upravit tak F u prvniho dluhopisu.
1

Py
— Pq
(A+YTM)"

Pro AP u prvniho dluhopisu dostavame:

AP = —DUR, ———AYTM
(14YTM)

Pro AP, u druhého dluhopisu dostavame:

AP, = —DUR, (1+’;2TM)AYTM

Pomér skutecnych vychylek v jednotkach mény bude, jelikoz P=P::
AP _ DURy
AP, DUR,

Zatimco pomér pii stejné F bude:
AP; _ DUR, P,
AP,  DUR, P,

Vychylka prvniho dluhopisu se zméni z:
F

P AYTM = —DUR, &YT° AyTM

AP, = —DUR, (1+YTM) (1+YTM)

na
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P2
Fp=

_ P _ (1+YTM)T
AP = —DUR, RESZIY AYTM = —DUR, RESZI AYTM

Kdyz tedy prvni dluhopis bude mit mensi cenu P;, pak pfi stejné investované Castce
, wour P21 o . TR
se vychylka AP zvétsi P—Z krat. Situace se tedy pro risk management v ptipad¢ stejné

1
investované ¢astky zkomplikuje.
Obr. 5 Porovnani situaci pri investovani ve stejné procentualni ¢astce z Face

Value a p¥i stejné investované ¢astce v jednotkach mény

Cena
180

160 -

140

120 -

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5
YTM %

Na obrazku 5 je graficky znazornéna vySe popsana situace, kdy do 2 dluhopist
(modré a Cervena kiivka) investuji jednak pfi stejné Face Value a jednak pfi stejné
investicni Castce (modra a zlutd kiivka). Z obrazku 5 je zfejmé, Ze investice pii
stejné investi¢ni ¢astce piinasi vyssi volatilitu dluhopisu, jelikoz Zlutd kiivka ma
vys$§i strmost, nez ¢ervena, ze které Zluta kiivka vznikla navySenim Face Value.

Porovnani situaci jednak pfi investovani stejné procentualni ¢astky z Face Value a
pfi stejné investované ¢astce v jednotkach mény je dobie zndzornéno na obrazku 6.

Obr. 6 Porovnani situaci jednak pfi investovani stejné procentualni ¢astky z
Face Value a pri stejné investované ¢astce v jednotkach mény
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fixni kupén = 2 %, splatnost = 50 let
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Na obrazku 6 a) je model vyvoje vynosu do splatnosti, kdy pro nazornost a
jednoduchost volime sinusovy prubéh, jako v pfedchozich ptipadech, na obrazku 6
b) je vyvoj volatility pfi stejné Face Value a na obrazku 6 ¢) je vyvoj volatility pfi
stejné investi¢ni castce do obou dluhopisti.

8. Prakticka vyuzitelnost pri Fizeni rizik

Z tabulky 1 vyplyva, ze prechodové body jsou spojeny s neobvykle vysokymi
vynosy do splatnosti. Nicméné napiiklad pii dob¢ do splatnosti delsi nez 50 let mize
ptijeste delSich splatnostech postacuje i nizsi vynos do splatnosti. Tato problematika
je aktualni také u dluhopisi, jako jsou naptiklad junk bonds a obdobné instrumenty,
jelikoz pii splatnosti tésné nad 10 let postacuje zvysit vynos do splatnosti nad 10 %.

9. Zavér

V této financné-inZzenyrskeé studii navazujeme na pivodni praci Stadnik (2014) a
soucasné se pomoci vypocetni techniky a vizualizaci snazime nazornéji vysvétlit
pomérné obtiznou problematiku. Ve studii jsou pfesné¢ vymezena pravidla vyvoje
volatility Cisté ceny dluhopisu v Case, a to zejména v zavislosti na obecné hladiné
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urokovych mér v ekonomice, ktera se promita do vynosu do splatnosti dluhopisu, a
na parametrech tohoto investi¢niho instrumentu.

Hlavnim pfinosem préce je identifikace a definovani n€kolika riznych rezimd, které
determinuji ¢asovy vyvoj volatility, a dale numericky vypocet hodnot vynosu do
splatnosti, pfi nichz dochazi k pfrechodim mezi jednotlivymi rezimy (tzv.
prechodovych bodt) v zavislosti na riznych parametrech dluhopisu.

Cilem prace je rovnéz urCité zjednoduSeni teoreticky naro¢ného pozadi celé
problematiky a jeji jasna finan¢ni interpretace.

Vysledky prace piinaseji zajimavé poznatky, které lze aplikovat jak na pribch
zivota jednotlivého dluhopisu, tak na aktualni chovani portfolia dluhopist s riznou
dobou do splatnosti. Studie piedstavuje zakladni finan¢ni vyzkum v oblasti teorie
dluhopisti a jeji prakticky vyznam spociva zejména ve sprave portfolia a fizeni rizik.
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Introduction to the Envelopes of Bond Price
Volatility
Bohumil Stadnik

Anstract:

The view of ordinary investors, based on a basic knowledge of the sensitivity of the bond
price to changes in interest rates, assumes that bonds with longer maturities generally exhibit
higher price volatility than short-term bonds, and therefore volatility decreases over the life
of the bond — as the time approaches maturity. However, this research, which expands,
refines and illustrates the author's previous studies, shows that this view represents only one
of several possible variants.
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